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1 はじめに
鉄道におけるロングレール軌道は，振動・騒音の低減に
優れる一方，レールに締結されたまくらぎを介してバラス
ト道床に拘束されることで，その中央部に温度変化に伴う
レール伸縮を許容しない不動区間が存在するため，夏季の
ような高温時においては，大きな圧縮軸力が作用して座屈
に至る危険性が高まる．したがって，その発生を防止する
ための適切な座屈管理と対策が重要な課題である 1)．
　軌道座屈強度は，初期通り変位，道床横抵抗力，レール
中立温度に起因するレール軸力の空間変動に大きく依存す
る．このため，従来から精緻な数値モデルを用いた座屈解
析を通して，これらの要因が座屈強度に及ぼす影響につい
て詳細に検討されてきた．
　しかし，これに対して，軌道に内在する各種不整が座屈
強度に及ぼす影響についての理論的検討は必ずしも十分で
はない．その際には，軌道系を連続支持されたはりで表現
した比較的簡易な数理モデルの適用が可能である．とりわ
け摂動法は，様々な不整や小さな擾乱が存在する場合の座
屈挙動の把握に有効な手法であり，座屈強度のパラメータ
依存性を評価することが可能となる．
　 Amazigoら 2) は，軟化型非線形Winkler基礎上の無限
長はりを対象に，定常ランダムな初期たわみ存在下での飛
び移り座屈の評価を摂動法に基づき行い，初期たわみの標
準偏差に対する初期不整鋭敏性を明らかにしている．また
阿部・浜崎 3)は，定常ランダムな初期たわみと軸力変動を
同時に考慮した飛び移り座屈荷重期待値の摂動解を導出し
た．さらに，阿部・宮西 4)は当該式を修正し，定常ランダ
ムな軸力変動のみを考慮した分岐座屈荷重期待値の評価を
行った．
　このように，Winkler基礎上の無限長はりを対象にした
初期たわみや軸力の空間変動についての理論的検討が進め
られてきた一方で，支持剛性（道床横抵抗力）の空間変動
が座屈挙動に及ぼす影響は十分に明らかにされていない．
そこで本研究では，従来の研究で未検討であった支持剛性
の変動に着目し，その空間変動が分岐座屈挙動に及ぼす影
響を理論的に検討する．具体的には，Winkler基礎上無限長
はりに対して摂動法を適用し，分岐座屈荷重期待値の近似
評価式を導出する．さらに，固有値問題による数値解析結

果との比較を通じて，導出した評価式の妥当性を検証する．

2 対象とする問題
支持剛性が軟化型３次非線形弾性を有するWinkler基礎
上無限長はりを考える．初期たわみ存在下で支持剛性が空
間変動する場合のはりのつり合い式は次式で与えられる．
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d4W

dX4
+N

d2

dX2
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+ (1 + µg(X))(k1W − k3W
3) = 0 (1)

ここで，Xははりの軸方向座標，W は弾性たわみ，N はは
りの軸方向に作用する圧縮力，EI ははりの曲げ剛性，k1，
k3はWinkler基礎剛性に関する係数である．また，g(X)は
支持剛性の変動成分を与える関数，µはその振幅パラメー
タである．なお，初期たわみ波形を与える関数をW0とし，
本研究ではまず飛び移り座屈を評価し，その後初期たわみ
をゼロとすることで分岐座屈荷重を求める．
　次に以下の様な変数変換を導入する．
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√
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ここで，ϵは初期たわみの振幅パラメータ，ν は軸力パラ
メータである．式 (2)を式 (1)に代入すると，無次元化さ
れたつり合い式を得る．

w
′′′′

+ 2νw
′′
+ (1 + µg)(w − w3) = −2νϵw

′′

0 (3)

ここで，(·)′ = d(·)/dxである．
　式 (3)に対応する完全系（µ = 0, ϵ = 0）の分岐座屈荷重
パラメータ νcr は 1であり，分岐座屈モードは波数が 1の
調和波形で与えられる．

3 支持剛性が単色変動する場合の統一評価式
3.1 初期たわみ存在下における飛び移り座屈荷重評価式
本節では，まず式 (3)における w0 が分岐座屈モードで
与えられ，支持剛性の変動関数 g(x)が次式に示す波数 k

の周期関数で与えられる場合について考える．

g = cosκx, w0 = sin ξ (4)



なお，本節における飛び移り座屈荷重パラメータ ν̃の導出
手法および手順の詳細は，文献 3)に示されているため，以
下ではその要点と主要な結果式を示す．
　次の摂動展開を導入する．

w =

∞∑
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δmwm, wm =

∞∑
k=0

µkwmk,

νϵ =

∞∑
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δmBm, Bm =

∞∑
k=0

µkBmk, w10 = sin ξ

(5)

ここで，δはwの振幅に関するパラメータ，wmn(x)とBmn

は展開関数および展開係数である．これらの未知量は，式
(4)を式 (3)に代入して，摂動法に基づき δk+1µm (k,m =

0, 1, 2, · · · )の各次数の項ごとに方程式を順次解くことで求
めることができる．その結果を次式に示す．

νϵ ≈ δ

{
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]
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}
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8
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Z(a) = a4 − 2νa2 + 1 ≈ (a2 − 1)2
(6)

式 (6)の Z(κ + 1), Z(κ − 1)には ν が含まれているため，
Z(a) ≈ (a2 − 1)2と近似した．さらに，飛び移り座屈条件
∂ν/∂δ = 0を課すことにより，飛び移り座屈荷重パラメー
タ ν̃ に対して次式を得る．
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式 (4)で κ > 0とすると，右辺第二項目における分母の
(κ − 1)2 − 1が κ = 2としたときにゼロとなり，ν̃ が評価
不能となる．そのため，κ = 2の場合について別途次の評
価式を導出した．

ν̄ ≈ 1− µ

4
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(

9

4
√
2
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(8)

3.2 評価式の修正
式 (7)の導出では，Z(κ± 1) ≈ {(κ± 1)2 − 1}2 とした．
ここで以下では，上述の近似を行わず，初期たわみが存在
しない場合における分岐座屈荷重評価式を求める．式 (7)

において，ϵ ̸= 0の下で両辺を δについて微分して飛び移
り座屈条件を課すと，次式を得る．

1− µ2
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}
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8
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また，式 (6)で ϵ = 0とすると，δを得る．よって，ϵ ≈ 0

の時，式 (9)より，分岐座屈荷重パラメータ νcr に対して
次式を得る．

1− νcr =
µ2

8

{
1

Z(κ+ 1)
+

1

Z(κ− 1)

}
(10)

Z(κ− 1)で，κ = 2とすると，Z(1) = 2(1− ν)となり，式
(10)の右辺第二項が無限大とならずに成り立つ．ここで，

式 (10)で 1− νcrを∆ > 0と置いて式を整理すると，∆に
関する 3次方程式が得られる．このとき，∆ ≪ 1, µ ≪ 1と
して，∆3, µ2∆の項を無視すると，次の 2次方程式を得る．

2a∆2 + b∆− µ2

8
c = 0

a = (κ+ 1)2{(κ− 1)2 − 1}2 + (κ− 1)2{(κ+ 1)2 − 1}2

b = {(κ+ 1)2 − 1}2{(κ− 1)2 − 1}2

c = {(κ− 1)2 − 1}2 + {(κ+ 1)2 − 1}2

(11)

式 (11)を∆について解くと，νcr は次式で与えられる．

νcr = 1− 1

4a
(−b+

√
b2 + µ2ac) (12)

κ = 2とすると，式 (8)で ϵ = 0とした式に一致する．ま
た，κ ̸= 2とすると，b2 ≫ µ2a2となり，∆ ≈ µ2c/8bと近
似でき，これは式 (7)で ϵ = 0とした式を与える．以上よ
り，κの値に依らない分岐座屈荷重評価式を導出した．
3.3 妥当性の検証
初期たわみが存在しない問題を対象に，分岐座屈荷重パ
ラメータを固有値問題の数値解と比較して，式 (12)の妥当
性を確認する．固有値解析は文献 4)と同様の手法を用いる．
固有値解析結果と，式 (12)の結果を図 1に示す．式 (12)で
は，波長 lが 5を超えるあたりから κ ≈ 1における νcr の
低下を捉えられておらず，それ以降の精度の低下が見られ
る．この挙動を表現するためには，摂動展開における項数
を µ4まで求める必要があり，1− νcr = ∆の 4次方程式を
解くことは代数的に非常に複雑で，実用的に困難である．
しかし，νcr が大きく低下する κ = 2近傍では概ね良好に
評価されており，分岐座屈荷重を評価する上で式 (12)は十
分な精度を有するといえる．
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図 1: 波数 κと分岐座屈荷重パラメータ νcr との関係



4 定常ランダムな変動を有する支持剛性の分岐
座屈荷重期待値
式 (3)における g(x)を，期待値 0，標準偏差 1の所定の自
己相関をもつ定常ランダムな波形として考える．まず，任
意の初期たわみ波形 wϵ存在下における次の問題を考える．

w
′′′′

+ 2νw
′′
+ (1 + σgg)(w − w3) = −2νϵw

′′

ϵ (13)

ここで，標準偏差 σgは，式 (3)における振幅パラメータで
ある．前節をもとに，式 (5)と同様な摂動展開を適用する．

w =

∞∑
m=1

σm
w wm, wm =

∞∑
k=0

σk
gwmk,

νϵ =

∞∑
m=1

σm
w Bm, Bm =

∞∑
k=0

σk
gBmk

(14)

ここで σw はたわみ wの標準偏差である．w10 は式 (5)と
同様に sin ξで与える．式 (14)に飛び移り座屈条件を課し，
ϵ → 0より与えられる条件から次の分岐座屈条件式を得る．

B1 = B10 + σgB11 + · · · = 0 (15)

よって，νcr を求めるために，B1j(j = 0, 1, · · · )を求める
必要がある．そこで，式 (14) について，摂動法に基づき
σwσ

k
g (k = 0, 1, · · · )毎の式より w1n と B1n を順次解くこ

とで求める．なお，本節における分岐座屈荷重パラメータ
の導出は，文献 4)と同様の手法により行うため，以下では
要点となる式および主要な結果式を示す．
　ランダムな支持剛性の変動成分 gl(x)を有限長領域 (−l, l)

で定義し，次のようなフーリエ級数で与える．

gl(x) =
∆k

2π

∞∑
n=−∞

ĝne
iknx, ĝn

∫ l

−l

gl(x)e
−iknxdx,

kn = n∆k, l = Nπ, ∆k =
π

l
=

1

N

(16)

lはNπ（N は正の整数）で与え，l → ∞とすることで無
限長の解を求める．同様に，w1j(x)を次式により与える．

w1j(x) =
∆k

2π

∞∑
−∞

ŵ1j,ne
iknx, (j = 1, 2, · · · ) (17)

式 (14)，式 (16)，式 (17)を式 (13)に代入し，順次未知係
数を求めると，B12 までの係数は以下の様に定まる．

B10 = 1− ν, B11 = −∆k

8π

(
ĝ2N + ¯̂g2N

)
,

B12 = −1

2

f(1)

2l

1

2
√
2(1− ν)

,

f(1) = |ĝ(0)|2 + |ĝ(2)|2 + ĝ(0)
(
ĝ(2) + ¯̂g(2)

)
(18)

ここで (̄·)は複素共役を表す．B11は l → ∞の極限におい
てゼロとなる．よって，式 (15)より分岐座屈荷重パラメー
タ νcr に対して次式を得る．

(1− νcr)
3/2 =

σ2
g

25/2
f(1)

2l
(19)

式 (18)の f(1)に含まれる |ĝ(k)|2，は l → ∞の過程で次
の関係を持つ．

Sg(k) =

∫ ∞

−∞
Rg(ξ)e

−ikξdξ = lim
l→∞

|ĝ(k)|2

2l
(20)

ここで，Sg, Rg はそれぞれ g(x)のパワースペクトル密度
（PSD）および自己相関関数である．¯̂g(k − 1)ĝ(k + 1)の g

に関する期待値は，l = Nπであるためゼロとなる．また，
式 (19)における 1− νcr = ∆の確率密度関数はガンマ分布
で概ね近似できる 4) ことから，∆3/2 の期待値は次式で与
えられる．

Eg[∆
3/2] ≈ (Eg[∆])3/2 (21)

ここで，Eg(·)は gに関する期待値である．すると，最終
的に分岐座屈荷重パラメータの期待値 Eg[νcr]に対して次
の評価式を得る．

Eg[νcr] ≈ 1− σ
4/3
g

25/3
{Sg(0) + Sg(2)}2/3 (22)

式 (22)より，支持剛性の空間変動によって分岐座屈荷重低
下量は 4/3乗に比例しており，これに対し鋭敏性を有して
いないことがわかる．

5 解析による妥当性の検証
5.1 解析手法および解析条件
式 (14)における分岐座屈荷重パラメータ νcr について，
分岐座屈解析では，座屈発生直後における支持剛性の非線
形性は影響しないため，線形剛性を有する問題として取り
扱う．分岐座屈発生時のたわみモード波形を式 (17)と同様
に次式のように展開する．

w(x) =
∆k

2π

∑
n

ŵne
iknx (23)

式 (23)を，式 (14)からw3の項および右辺の項を除いた式
に代入すると，次の固有値問題を得る．(

k2n +
1

k2n

)
ŵ

′

n − σg

2l

∑
m

1

knkm
ĝn−mŵ

′

m = 2νcrŵ
′

n

(n,m ̸= 0)
(24)

式 (16) の gl(x) が所定の自己相関に従う定常ランダム波
形を与えるように，式 (24)の ĝnをランダムに生成し，固
有値 νcr を数値的に求めるモンテカルロシミュレーション
（MCS）を実施する．



そこで，gl(x)の自己相関関数Rgが次式で与えられてい
る場合について考える．

Rg(x) = e−|x|/d (25)

ここで，dは相関長を特徴づけるパラメータである．また，
式 (25)に対応する PSDは次式で与えられる．

Sg(k) =
2d

1 + d2k2
(26)

　式 (24)における固有値解析では，有限長区間を十分に大
きく取り無限長とみなすため，l = Nπ(N ≧ 200)と設定
して，展開項数を±2N 項で打ち切った．相関長を d = 10

と固定し，軌道長をN = 200, 300, 500, 1000の 4ケースと
した上で，σg を 0.01から 0.15の範囲で変化させた．各条
件について 10000ケースのMCSを実施した．
5.2 解析結果
支持剛性の変動成分の標準偏差 σg と，分岐座屈荷重パ
ラメータ低下量の期待値 1 − Eg[νcr]との関係を図 2に示
す．比較のため，式 (22)による近似評価式と，式 (24)に
基づくMCSの結果を併せて図示した．MCSの結果から，
いずれの σg に対しても，軌道長の増加に伴い 1−Eg[νcr]

の値が近似評価式に漸近する傾向が確認された．また，σg

の増加に伴い，その依存度を示す傾きの次数が，式 (22)で
得られた値（4/3 = 1.333 · · ·）に比べてわずかに低下し，
さらに軌道長の増加とともに全体的な傾きも減少する傾向
が見られた．軌道長が大きい場合には，1−Eg[νcr]の値が
近似評価式の値をわずかに上回る傾向が見られるものの，
MCSの結果と近似評価式の間には概ね良好な対応関係が
認められる．したがって，式 (22)による分岐座屈荷重パラ
メータ期待値の評価は，十分な妥当性を有するといえる．

6 おわりに
本研究では，定常ランダムな支持剛性の変動を有する無
限長Winkler基礎上はりを対象として，その分岐座屈荷重
の期待値を理論的に導出した．はじめに，一定波長の初期
たわみを仮定し，支持剛性が周期的に変動する場合に生じ
る飛び移り座屈荷重に基づき，初期たわみをゼロとしたと
きの値から分岐座屈荷重の評価式を導出した．この過程に
おいて，はりのたわみのつり合い方程式をもとに，たわみ
関数および座屈荷重パラメータと初期たわみ振幅との積に
対して摂動展開を適用した．さらに，得られた摂動展開式
を，所定の波形をもつ初期たわみおよび定常ランダムな支
持剛性の変動を考慮した系の飛び移り座屈問題に適用し，
分岐座屈荷重パラメータ期待値の近似評価式を導出した．
その結果，分岐座屈荷重の期待値は，支持剛性変動の標準
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図 2: σg と分岐座屈荷重パラメータ低下量の期待値 1 −

Eg[νcr]との関係

偏差 σg の 4/3乗に比例することを明らかにした．あわせ
て，固有値問題に基づく数値解析を MCS により実施し，
導出した近似評価式との比較を行った．解析では，標準偏
差 σg の値を変化させ，軌道長を順次拡大して評価を行っ
た．その結果，MCSにより得られた σg のべき指数は理論
値 4/3よりわずかに小さい傾向を示したが，全体としては
導出した評価式と良好な一致を示し，当該式の妥当性が確
認された．
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