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1 はじめに

鉄道軌道には, 主にパラメータ起因の振動とレール凹凸

起因の振動が存在する. 後者の中でもレールと車輪との動

的連成による振動は, レール凹凸の成長を促進する主要因

の一つであり, 結果として更なる振動や騒音の発生につな

がる可能性がある.

周波数域での観測により, 鉄道軌道には異なる発生要因

に起因する複数の共振周波数が存在することが明らかにさ

れてきた. 中でも 400-1000 Hz 程度の帯域では, 車輪間で

生じる波動の重複反射の影響により, 複数車輪走行時に複

数の共振が現れることが確認されている (1). Leiら (2) は,

この共振は, 車輪間での伝播・反射に伴う波動の総位相変

化が 2π の整数倍となるときに生じると指摘している．

さらに近年の研究では, 共振が特定の周波数近傍で増幅

されることが指摘されている. Leiら (2) は, 車輪で全反射

が生じる場合, 反射によるエネルギー損失がなく, これに

より共振が増幅されることを指摘した. 一方 Guanら (3)

は, 車輪-軌道連成系における接触力の関係式に基づき, 共

振周波数において単一車輪-軌道系の特性方程式の実部が

ゼロになるとき, 共振時の接触力が著しく増大することを

示唆した. 同著者らはこれを疑似共振周波数と定義してお

り, これは接触力の式における分母の実部がゼロになる周

波数としても解釈できる.

両者は共振を増幅させる特定の周波数の存在について,

一見異なる見解を示しているが, Guanらの疑似共振は本

質的には全反射であるものと思われる. そこで本研究では,

これらが同一の現象であることを理論的に示すことを目的

とする. また, 全反射と共振同時発生時のレールと車輪と

の接触力についても検討する.

2 軌道のモデル化と分散特性
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図–1 軌道-車輪連成モデル

Fig.1の軌道-車輪連成系を考える. レールはWinkler基

礎上の無限長 Timoshenkoばりでモデル化し, 単位長さ当

りの支持剛性を keとする. 車輪は質点Mwで与え, 車輪と

レールの接触力はバネ kw の作用力によって表現する.

無車輪状態のレールの運動方程式は次式で与えられる.
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ここで, u(x, t)はレール鉛直方向変位, ψ(x, t)はレールの

断面回転角, Gは弾性係数, K はせん断係数, E はヤング

率, ρは密度, Aは断面積, I は断面二次モーメントである.

角周波数 ω の下での運動方程式において, 解を û =

ũe−iκx, ψ̂ = ψ̃e−iκx と仮定する. ここで, ũ, ψ̃ は任意

振幅, κは波数である. 時間因子は eiωt で与える.

波動モードの波数は次式で与えられる.
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κは ωによって複素数値をとるが, 全反射および共振が発

生する 400Hz以上の周波数帯においては, 根号中の符号に

より実数もしくは純虚数となる. そこで, 実数となるもの

を κ1, 純虚数となるものを κ2とすると, 伝播モードの波数

は κ1, エバネッセントモードの波数は κ2 で与えられる.

3 全反射条件

Fig.1 において車輪位置を原点とし, 車輪に対し無限遠

から波動が伝播してくる際の反射・透過を考える. 入射波,

反射波, 透過波を ûI , ûR, ûT とすると, それらは κ1, κ2の

モードの重ね合わせとして次式で与えられる.

ûI(x) = e−iκ1x,

ûR(x) = ARe
iκ1x +BRe

−iκ2x,

ûT (x) = AT e
−iκ1x +BT e

iκ2x

(3)

ここで, 入射波の振幅は 1としている. また, 反射波及び透

過波の振幅を AR, BR, AT , BT とする.

車輪・接触バネ系の等価剛性は次式で与えられる.

ks =
ω2Mwkw
kw − ω2Mw

(4)



変位および断面回転角の適合条件, 車輪位置における鉛直

方向およびモーメントのつり合い条件から AT を決定する

と次式で与えられる.
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全反射が生じるとき, 透過波の振幅AT = 0であるため, 全

反射条件は次式で与えられる.

2iGAK(κ1 −Nκ2)− ksN = 0 (6)

4 疑似共振条件

Fig.1で, 車輪を角周波数 ω で単位調和加振した際の接

触力の式の分母の実部がゼロとなる条件を考える. 車輪の

左右に伝播する波動 ûl, ûr は次式で与えられる.

ûl = Ale
iκ1x +Ble

−iκ2x,

ûr = Are
−iκ1x +Bre

iκ2x
(7)

ここで, Al, Bl, Ar, Br は振幅である. また周波数領域に

おいて接触力を F̂ とすると, Mw に関する運動方程式およ

び, 接触点の力のつり合い式はそれぞれ次式で与えられる.

−Mwω
2ŷ + kw(ŷ − û(0))− 1 = 0,

kw(û(0)− ŷ) + F̂ = 0
(8)

ここで, ŷは車輪の鉛直変位である.

変位の適合条件, 対称性による断面回転角ゼロの条件, 鉛

直方向のつり合い条件から振幅を決定し, 式 (8)に代入し

て接触力について解くと次式で与えられる.

F̂ =
ks

ω2Mw

{
1

ks
− 1 +N

2iGAK(κ1 −Nκ2)

}−1

(9)

Guanら (3) の疑似共振条件は接触力の分母の実部がゼロ

となる条件であり, 次式で与えられる.

1

ks
− N

2iGAK(κ1 −Nκ2)
= 0,

∴ 2iGAK(κ1 −Nκ2)− ksN = 0

(10)

これは全反射条件式 (6)と一致している. 従って, Guanら

の疑似共振条件は全反射条件に一致する.

5 全反射と共振同時発生時の接触力

全反射と共振同時発生時の接触力について検討する. そ

こで, Fig.2の様な一定波長凹凸を有するレール上を 2車輪

が走行する問題を考える. 左車輪を原点とし, 軸距は Lと

する. レール凹凸は振幅 1, 波長 λとし, 車輪走行を一定速

度 v で移動する凹凸で近似する. 移動レール凹凸 V (x, t)

を次式で与える.
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図–2 凹凸移動を考慮した 2車輪モデル

r(x, t) = e−i 2π
λ (x+V t) (11)

左右車輪とレールの接触力を F̂1, F̂2とすると, それらは

次の関係式を満たす.ksαAA − 1 ksαAB

ksαAB ksαAA − 1

F̂1

F̂2

 = ks

 1

e−i 2Lπ
λ

 (12)

ここで, αAB は B点を加振した際の A点のリセプタンス

である. 式 (12)の行列式 detαは次式で与えられる.

detα = ∆1 ·∆2,

∆1 = ks(αAA + αAB)− 1, ∆2 = ks(αAA − αAB)− 1
(13)

他車輪からのエバネッセント波を無視すると, ∆1, ∆2は

次式で与えられる.

∆1 ≈ ks
1

2iGAK(κ1 −Nκ2)
(1 +N + e−iκ1L)− 1

∆2 ≈ ks
1

2iGAK(κ1 −Nκ2)
(1 +N − e−iκ1L)− 1

(14)

全反射条件 (6)を満たすとき, 次式が成り立つ.

∆1 = − 1

N
(1 + e−iκ1L), ∆2 = − 1

N
(1− e−iκ1L) (15)

加えて共振条件を満たすとき, e−iκ1L = ±1 であるため,

∆1, ∆2の一方はゼロとなる. このとき, 行列式 detαはゼ

ロとなり, F1, F2 は無限大に発散することが分かる.

6 おわりに

鉄道軌道と複数車輪との動的連成による共振を増幅させ

る現象として, Leiらが指摘する全反射とGuanらが指摘す

る疑似共振が同一の現象であることを理論的に示した. ま

た, 凹凸を有するレール上を 2車輪が走行する場合におい

て, 共振と全反射同時発生時に接触力が極めて大きな値を

とることを確認した.
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