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1 はじめに
河川の底面には周期的な起伏形状が自律的に形成される．
この起伏形状は伝播する性質があるために波動現象の一種
と見做されて河床波と呼ばれており，その幾何学形状の大小
に応じて 3つに区分される．このうち，Mega scaleの河床
波に区分される交互砂州は，既往の研究においてその波長
や波高の増大に伴って伝播速度が緩慢になること 1),2),3),4)

や，一方向性の伝播の性質が報告 5)されている．現状での
理解はこの水準に留まり，そもそもなぜ交互砂州が伝播す
るかや，なぜ伝播速度が緩慢となるかなどの本質的な性質
については不明である.

一般的に土砂水理の数理解析は流水と流砂の支配方程
式を連立して行われる．底面の連続の式として常用される
Exner式を底面位 zについての双曲型偏微分方程式へ書き
換えができれば，底面の起伏形状についての波動方程式を
得たことに該当し，交互砂州の伝播速度の時間・空間分布
の把握が見込める．模型実験の条件設定 6) や数値計算の
安定性 7) の把握を目的として同種の双曲型偏微分方程式
を用いた先行研究があるものの，同式により河床波の伝播
速度を評価した前例は著者らの知る限りない．また，移動
床水理の数理解析では，底面の変化は流れに比べて十分に
緩やかな疑似固定床と見做し，準定常の流れを仮定するこ
とが多い 例えば7)．しかし，移動床水理において準定常の仮
定が常に成立するかについての実証はされていない．本研
究では，まず，流れの非定常性の考慮の有無を検討しなが
ら底面の起伏形状についての双曲型偏微分方程式を導出す
る．つぎに，同式における伝播速度の理論式の妥当性を明
らかにした上で，現時点では定性的にしか分かっていない
交互砂州の伝播速度の時間・空間分布について論じる．

2 河床波の伝播速度の理論式の導出
Exner の式から双曲型偏微分方程式への書き換えにあ
たっては水面形方程式を用いる．一般的に水面形方程式は
不等流の式から導かれたものである．しかし，移動床水理
における流れの非定常性についての十分な実証は行われて
いない．このため，移動床水理の全般どころか砂州の発生
と発達の数理解析においてさえ流れの非定常性の考慮の是
非は明確となっていない．本章では，まず，流れの非定常

性を考慮した水面形方程式（以下，非定常の水面形方程式）
を導出し，次に，定常と非定常の水面形方程式のそれぞれ
を組み込んだ底面の起伏形状についての双曲型偏微分方程
式と，伝播速度の理論式を導く．

2.1 非定常の水面形方程式の導出
本節では，以下に示す流れの連続式および流れの運動方
程式を連立して非定常の水面形方程式の導出した．
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ここで，hは水深，tは時間，uは流下方向成分の流速，x

は流下方向の距離，gは重力加速度，zは底面高，Ie はエ
ネルギー勾配である．まず，式 (1)より積の微分法則から，
以下の式 (3)が得られる．
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次に，Manning式および合成関数の微分より式 (3)は，
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となり，式 (4)の第一項の時間微分についても，Manning

式および合成関数の微分を用いて同様の変形を行うと，以
下の式 (5)が得られる．
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上式を式 (2)の流れの運動方程式の第一項へ代入すると，
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式 (6)が得られる．また，式 (6)の第一項の ∂u/∂xについ
てもManning式および合成関数の微分を用いて得られる
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式 (7)を式 (6)へ代入し，式を整理すると，
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流れの非定常性を考慮した水面形方程式が導出できる．こ
こで，Frはフルード数である．



a) 底面高と水面高

b) 河床変動量

c) 両手法の差分値を粒径で除した無次元量

図–1 一次元河床変動解析の結果の縦断分布（左から 0.0秒，500.0秒，1000.0秒時点の結果）

2.2 底面の起伏形状の双曲型偏微分方程式と，河床波の
伝播速度の理論式の導出

本節では，前節で導出した流れの非定常性を考慮した水
面形方程式と一般的な定常の水面形方程式のそれぞれを組
み込んだ底面の起伏形状の．双曲型偏微分方程式を導出す
る．同式の導出では，主に河床連続式に掃流砂のみを考慮
した式 (9)の Exner式，流砂関数，水面形方程式の 3つの
式を用いる．流砂関数に式 (10)のMeyer-Peter and Müller

式 (以下，M.P.M式)，無次元掃流力に式 (11)を用いた．
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ここで，zは底面高，tは時間，λは河床空隙率，qB は掃
流砂量，xは流下方向の距離，τ∗ は無次元掃流力，τ∗c は
限界無次元掃流力，sは砂粒子の水中比重，g は重力加速
度，dは粒径，nは粗度係数，uは流下方向成分の流速，h

は水深である．
まず，式 (9)中の ∂qB/∂xは合成関数の微分から以下の
ようになる．
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式 (12)中の各偏微分の結果は以下の通りである．
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∂h/∂xについては，式 (8)を用いる．
式 (9),(10),(11),(12)を整理すると，以下の双曲型偏微分
方程式が得られる．
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同式の空間微分項に付与されるM は関数 z の移動速度を
示すもので，
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により河床波の伝播速度の記述ができるものと推測され，
その支配変数は τ∗，Fr，Ie であることがわかる．
また，定常の水面形方程式を用いた場合，河床波の伝播
速度は，以下の式となる．
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なお，上記の導出に先立ち，平面二次元の水理解析を用
いて交互砂州上の流速および無次元掃流力の縦・横断成分
の大きさを比較している．その結果，横断方向成分は，縦
断方向成分に対して 1/10程度だった．この結果は，先行
研究 7)の仮定と一致する．つまり，少なくとも交互砂州の
伝播速度の算定の範囲であれば横断方向成分を無視した一
次元の河床波の伝播速度の理論式の有用性が見込める. 　



2.3 河床波の伝播速度の理論式の妥当性
式 (9)と前節で導出した式 (15)は数学的な変換しただけ
のために本質的な差異はない．従って，式 (9)と，M に式
(16)か式 (17)を用いた式 (15)の三者の未知量 ∂z/∂tは理
論的には一致しなければならない．本節では，一次元の河
床変動計算を，式 (9)と，式 (15)の左辺第 2項のM に式
(16)と式 (17)を用いた三者で行い，計算結果を比較した．
計算条件は，底面高は全長 12.0 m，流路幅 0.45 m，水路
勾配 1/200の直線矩形断面水路を設定し，そこに長さ 4 m，
高さ 0.02 mのマウンドを設置とした．水理計算は，上流
端境界条件に流量 1.7 L/s，下流端境界条件は等流水深と
し，初期条件は上・下流端の境界条件を用いた不等流計算
の結果を与えた．
図–1に計算結果を示した．同図の上から順に a) 底面高
と水面高，b) 河床変動量，c) 式 (9)での河床高に対する式
(16)のMs および式 (17)のMu 式での河床高の差分値を
粒径で除した無次元量 (以下，緑色を∆zs∗，青色を∆zu∗

と記す．)である．同図の左図 0秒における b)河床変動量
に着目すると，三者とも堆積と洗堀の傾向は同じであるも
のの，式 (9)に対して式 (16)のMs，式 (17)のMu とも
に計算結果が過大評価気味となる．ただし，c)に示すよう
に ∆zs∗ および ∆zu∗ の差異は小さい．その後，時間が経
過していくと中図 100秒，右図 500秒にかけては b) 河床
変動量はどの式の差異も小さいことがわかる．しかし，c)

に着目すると，100秒，500秒にかけて∆zs∗および∆zu∗

が増大しており，特に ∆zs∗ が 200%と粒径の 2倍以上の
差異となる．一方で，∆zu∗ の場合での差異は 0ではない
ものの粒径の 1倍以内で収まり，式 (17)のMs よりも式
(16)のMu は式 (9)と近い結果となる．
上記のまでのことから，河床波の伝播速度の理論式にお
ける流れの非定常性の考慮の重要性とともに，河床波の伝
播速度の算定式としての式 (16)の妥当性が示された．

3 交互砂州の伝播速度の時間・空間分布
交互砂州の伝播速度の空間分布とその時間変化は，現時
点では定性的にしか分かっていない．本章では，交互砂州
の伝播速度の空間分布とその時間変化について，上記まで
に妥当性が確認された式 (16)を用いて考察する．
3.1 交互砂州の発生・発達の過程の高分解能な測定
本節では，交互砂州の発生・発達の過程における水位と
底面位を高分解能に測定する模型実験を実施した．模型実
験に用いた水路は，全長 12.0 m，流路幅 0.45 m，水路勾配
1/120の直線矩形断面水路である．上流端から 2.0 mの助
走区間を設け，そこから下流側へ 8.0 mの区間に平均粒径

0.76 mmの 4号硅砂を 5cmの厚さで均一に敷き詰め，これ
を初期河床とした．水理条件は交互砂州の発生を狙い，黒
木・岸 8)の中規模河床形態の領域区分を参考に交互砂州の
発生領域に設定した．この時の流量は 1.7 L/s，BI0.20 /h0

は 14.5，無次元掃流力は 0.079，給砂条件は無給砂で行っ
た．通水時間は交互砂州が発達し，伝播と形状変化が緩慢
となることが確認された 4時間まで行った．通水中は，光
切断法を計測原理とする水位と底面位の同時かつ高解像度
な計測法 Stream Tomography(以下，ST)を用いて，5分
間隔で水面と底面の形状を計測した．水位と底面位の計測
解像度は縦横断方向ともに 2cm間隔とした．STによる水
位と底面位の計測手法の詳細，計測装置の概要は別報 9)を
参照されたい．

3.2 交互砂州の発生・発達の過程の流速の推算
式 (16)による伝播速度の算定にあっては交互砂州上の
流速が必要となるものの，前節の模型実験で用いた STは
水位と底面位の幾何学形状の計測に留まる．このため，ST

で計測した底面形状ごとに平面二次元水理解析を行って流
速を推算した．この水理解析のソルバーには iRIC10)に同
梱されるNays2Dを用い，固定床の平面二次元の水理解析
を行った．計算点の配置間隔は縦横断方向ともに 2 cm，上
流端境界条件は流量 1.7 L/s，下流端境界条件は等流水深
とした．粗度係数はマニングストリクラー式から得られる
0.015とした．

3.3 交互砂州の伝播速度の時間・空間分布
図–2の上図に底面起伏，下図に式 (16)で推定した伝播
速度の平面図を示す．図中の黄色の線で囲まれた範囲は，
無次元掃流力が限界無次元掃流力を超えていない箇所を示
しており，理論上の伝播速度は 0.0 mm/sである．底面起
伏が平坦床に近く，流れの状態が等流に近い，同図中の a)

通水開始から 5分における伝播速度の空間分布は小さく，
ほぼ一様に 1.5 mm/sであることがわかる．b) 通水開始
から 35分が経過すると，底面形状はわずかに起伏を持つ
ようになり，それに対応するように伝播速度は空間分布を
有するようになる．その後，交互砂州が明瞭に発達した c)

通水開始から 55分の時点では，有効無次元掃流力が 1を
下回る箇所が生じ，それに伴って底面形状に対応するよう
に伝播速度の空間分布が明瞭となる．初期の 1.5mm/s程
度の伝播速度から大きく変化した箇所と増減の規模は，1)

洗掘部における 0.0から 0.75 mm/sへの減少，2) 砂州前
縁部における 4.0から 5.0 mm/s程度への増加である．こ
れら以外の箇所の伝播速度は 1.0 mm/s程度となり，初期
に比べて 7割程度まで減少していることが分かった．



a) 5分

b) 35分

c) 55分

d) 160分

e) 240分

図–2 上図：底面起伏，下図：河床波の伝播速度の空間分布

図–3 河床波の伝播速度の
時間変化

図–3に図–2に模型実験の測定範囲の全体で平均した伝
播速度の時間変化を箱ひげ図を示した．通水初期 5分は伝
播速度の最小値から最大値の範囲が狭く，伝播速度はほぼ
均一であることがわかる．その後，時間経過に伴って底面
形状が変化していくと，明瞭な伝播速度の空間分布を持つ
ようになり，通水初期 5分と最終時刻 240分を比べると，
伝播速度の中央値はほぼ半減し，また第 1四分位から第 3

四分位も同様に減少し，交互砂州の伝播速度は全体的に減
少していることがわかった．

4 結論
交互砂州の伝播速度の空間分布とその時間変化は，現時
点では定性的にしか分かっていない．本研究では，流れの
非定常性を考慮した河床波の伝播速度の理論式を導出した
上で，交互砂州の伝播速度の空間分布とその時間変化につ
いて考察した．本研究で得られた成果を以下に示す．

1) 交互砂州の伝播速度は，平坦床から交互砂州の発達に
つれて明瞭な空間分布を有するようになり，十分に発
達した交互砂州の伝播速度は初期に比べて半減する．

2) 導出した交互砂州の伝播速度の理論式は，交互砂州の
発生から発達にかけての交互砂州の伝播速度の明瞭な

時空間分布を良好に推定できる．
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