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1 はじめに
近年，様々な分野に適用できる研究手法としてデータ駆動
型解析が注目されている．その一つとして，複雑な物理現象
である乱流の解析を目的として提案された動的モード分解
(DMD, Dynamic Mode Decomposition)がある 1)．DMD

は時間発展する現象の高次元データの行列分解手法であ
る．同様の行列分解手法に，固有直交分解 (POD, Proper

Orthogonal Decomposition)がある．両者の違いは，POD

は空間の構造のみに着目した分解を行うのに対し，DMD

は現象の空間・時間の両方に着目した分解を行い，コヒー
レント構造である DMD modeを得る．
物理現象のデータ駆動型解析では時間的に連続した観測
ビッグデータが必要となる．しかし，現状では，いずれの
物理現象の観測ビッグデータの測定法もほとんど未確立で
ある．このため，データ駆動型解析の真価を発揮させらな
い．一方で，茂木ら 2)は，河床波の発達過程における空間・
時間ともに高分解能な計測法を開発し，実測データのデー
タ駆動型の解析を可能とした．本研究では，DMDによる
解析の具体例を交えながら，移動床水理におけるDMDを
用いた Equation Freeな時系列解析の有用性を示す．

2 Dynamic Mode Decomposition

この章では，現象の時系列データ {x⃗0, x⃗1, · · ·, x⃗n}を用
いたDMDによる時系列解析の手順を述べる．ここで，x⃗n

は時刻 nでのm個の観測値からなるベクトル，データの
時間間隔は ∆tである．DMDの計算には，実測データの
使用を想定し，ノイズの影響を少なくすることができる特
異値分解による計算法を用いる．
DMDは，時系列データから式 (1)に示す時刻をずらし
た２つの行列を定義し，これらの行列がある線形作用素
A ∈ Cm×n を用いて，X′ = AXという関係が成り立つ，
すなわち，時刻 0 ∼ (n−1)の値から次の時刻 1 ∼ nの値を
近似できるということを仮定する．この関係から，Aの固
有ベクトル・固有値であり，DMD modeの空間構造Φと
その時間発展の情報であるΛを導出し，現象を記述する．

X = [x⃗0 x⃗1 · · · ⃗xn−1] ∈ Rm×n

X′ = [x⃗1 x⃗2 · · · x⃗n] ∈ Rm×n
(1)

ΦとΛの導出では，まず，式 (2)に示す特異値分解を行う．
ここで，r (1 ≤ r ≤ m)は主要な特異値の数，Σ ∈ Cr×rは
r個の特異値を対角成分にもつ対角行列，U ∈ Cm×r,V ∈

Cr×nはユニタリー行列であり，∗は共役転置を意味する．
このとき，Uは POD modeと同一のものであり，特異値
分解において，Xを主要な成分とその他のノイズなどの成
分に分解している．そのため，主要な成分に対応した特異
値のみを用いることでノイズの影響を少なくできる．

X = UΣV∗ (2)

次に，特異値分解により得られたΣ，U，Vを用いて式 (3)

に表される Aの余因子行列 Ã ∈ Cr×r の固有値分解を行
い，固有ベクトルW ∈ Cr×r，複素固有値 λk = a± ib(k =

1, · · · , r) を対角成分にもつ固有値行列 Λ ∈ Cr×r を求め
る．これは，高次元な行列であるAではなく，次元削減さ
れた直交行列 U で射影された Ãを用いることで，高次元
なデータに対しての計算を容易にしている．

Ã = U∗X′VΣ
−1

(3)

さらに，Tuらに提案された exact DMD3)により，Ãの
固有ベクトルWを用いて，式 (4)に示すAの固有ベクト
ルΦを求める．また，ÃがAと相似であるため，２つの
行列の固有値は等しい．

Φ = X′VΣ
−1

W (4)

DMDでは，導出された DMD modeを用いて，現象を
式 (5)に示す連続力学系の時間発展式として記述できる．
ここで，Ωは ωk = ln(λk)/dtを対角成分にもつ連続力学
系に対応した固有値行列である．式 (5)では，初期値 x⃗0を
固有ベクトル空間で eΩtにより時間発展させた後，実空間
に戻すという操作をしている．これは，解析により得られ
た r個の DMD modeの重ね合わせで現象を表現できるこ
とを意味しており，空間構造に対応した時間発展の情報で
あるΨi = eωitϕ†

i x⃗0は，各時刻での空間構造の増幅率のよ
うなものであり，それぞれの DMD modeごとに各時刻で
のΨiを空間構造Φiに乗算した値をDMD modeの数だけ
足し合わせて現象が表現される．

x⃗t = ΦeΩtΦ†x⃗0 (5)



3 DMDによる波動現象の時系列解析
図–1は，河床波が移流する過程を模した波動現象の３
時刻のコンター図である．上段から下段に時間が経つにつ
れて，波長の短い小規模河床波のような形状と波長の長い
中規模河床波のような形状が重ね合わさった状態から，波
長の短い形状が減少し中規模河床波のような形状が卓越す
るように作成したものである．
図–2，図–3は，上記の波動現象をDMDにより解析する
ことで得られたDMD modeである．それぞれ，上段に示す
空間構造には，波長の短い形状と長い形状の２つが得られ
た．また，下段に示す空間構造に対応した時間発展の情報
であるΨより，mode 1では，元の現象において波長の短い
形状が減少していくこと，mode 2では，変化が少ないこと
がわかる．これらのことは，解析により得られる複素固有
値 ωi = c± idから定量的に把握できる．c = d = 0の場合，
Ψiは時間方向の増幅・減衰はなく，c<0の場合は減衰，c>0

の場合は増幅を意味する．d ̸= 0の場合は振動を意味する．
今回の解析では，ω1 = −0.01±1.0i，ω2 = −0.0005±0.05i

であった．また，得られた空間構造から波長を計算し，固
有値ωを用いてDMD modeごとの移動速度が求められる．
このように，DMDでは，空間・時間のスケールが異な
る河床波が重ね合わさった現象をmodeごとに分解し，そ
のmodeごとの空間・時間の情報を得ることができる．実
在の移動床水理は上記よりも複雑であるが，同解析により
移動床水理の機構解明が期待できる．

4 おわりに
本研究では，時間・空間ともにスケールの異なる河床波
が形成される過程を模した波動現象にDMDを適用し，一
見複雑に見える現象を単純な DMD modeの重ね合わせで
表現できることを示した．今後，実測データを用いた移動
床水理の時系列解析にDMDを導入することで，その形成・
発達の機構解明を試みる．
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図–1: 移流する波動現象の時間発展
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図–2: 解析により得られた DMD mode 1, 上段：空間構造
Φ1，下段：時間発展の情報 Ψ1
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図–3: 解析により得られた DMD mode 2, 上段：空間構造
Φ2，下段：時間発展の情報 Ψ2


