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1 はじめに

鉄道軌道のレール継ぎ目部は，軌道破壊や乗り心地

の悪化，騒音などにつながり弱点箇所となる．その解

決策としてロングレールの導入が挙げられる．しか

し，ロングレールはまくらぎにより拘束されるため，

中央部が不動区間となり，温度変化によるレール軸力

が発生する．特に，夏の高温時において，軌道座屈が

発生する可能性が高まる．そのため，ロングレールで

は座屈の保守管理を適切に行う必要がある．

鉄道軌道において，軌道座屈温度は，空間方向にば

らつきを有する初期通り変位に大きく依存する．また，

実際の初期通り変位はランダムな波形であるため，本

研究室では初期通り変位と軌道座屈の確率的関係につ

いて検討してきた 1)．

なお，近年は軌道初期通り変位が検測車両により高

密度に測定可能となっている 2)．その測定データから

通り変位の原波形が復元できれば，それらを軌道座屈

解析に反映することで座屈を生ずる箇所と温度を予

測可能になると考えられる．また，通り変位原波形を

取得する際，通常 10m弦正矢データが用いられるが，

10m弦正矢では座屈特性の把握で不可欠となる 5m波

長成分が欠落するため，座屈予測解析には適さない．

そこで本研究では，まず偏心矢法の理論について考

察し，原波形復元に適した偏心量を検討した後，偏心

矢法に基づいた原波形復元法を構築し，その妥当性に

ついて検討する．

2 偏心矢

偏心矢とは，図-1のように，レールに任意の長さ

lの弦をあて，弦の任意点 xとレールとの距離により

与えられるものである．

よって，偏心矢 z(x)は次式により表すことができる．

z(x) = y(x)−
{
b

l
y (x− a) +

a

l
y (x+ b)

}
(1)

ここで，y(x)は通り変位原波形，a, bは点 xから弦の

両端点までの距離である．
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図–1 偏心矢

式 (1)をフーリエ変換すると次式を得る．

ẑ(k) = ŷ(k)

{
1− b

l
e−ika − a

l
eikb

}
(2)

ここで，kは波数，ẑ, ŷは zと yのFourier変換である．

式 (2)において A(k) = 1 − b
l e

−ika − a
l e

ikb とおく

と，ŷ(k)は次式で求めることができる．

ŷ(k) =
ẑ(k)

A(k)
(3)

いかなる波数 kにおいても偏心矢の Fourier変換 ẑか

ら原波形 Fourier変換 ŷ を復元可能とするためには，

A(k) ̸= 0が必要である．

なお，A(k) = 0となる条件は次式で与えられる．

b

l
e−ika − a

l
eikb = 1 (4)

ここで，κ = kl, α = a/l, β = b/l(α+ β = 1)とおき，

αと κを用いて表すと次式が成り立つ．

(1− α)e−iκα + αeiκ(1−α) = 1 (5)

以上より，式 (5)を満たすような α, κを求める．
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図–2 (1− α)e−iκα と αeiκ(1−α) の複素平面表現

式 (5)の (1− α)e−iκαと αeiκ(1−α)について，図-2

のようにそれぞれ複素平面上で考える．



(1−α)+α = 1となるので，図-2より，(1−α)e−iκα

と αeiκ(1−α)が同一直線上，つまり実軸上に存在する

場合に式 (5)が成り立つことがわかる．

したがって，求める条件は次式のようになる．{
κα = 2nπ (6)

κ(1− α) = 2mπ (7)

ここで，n,mは自然数である．

これを αについて解くと，次の関係式を得る．

α =
n

n+m
≤ 1

2
(8)

また，κの関係式は次式のようになる．

κ = 2π(m+ n) ≥ 4π (9)

以上より，αが有理数のとき，式 (9)の κにおいて

A(k) = 0となり，式 (3)より ŷを求めることができ

なくなる．逆に，式 (8)より，いかなる kにおいても

A(k) ̸= 0となるためには，αが無理数であることが

必要となる．

3 適切な偏心量

A(k) = 0となる (α, κ)の関係を図-3に示す．座屈

解析において，k < 4π/5(波長 2.5m以下)の範囲で

原波形を復元する必要がある．これに対応する κは

κ = klより，κ < 8πとなる．また，偏心矢の測定精

度の観点から，αはできるだけ 1/2に近い値とするこ

とが望ましい．
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図–3 A = 0となる (α, κ)

以上より，図-3の赤枠線内で次の条件に基づいて

最適な αを探索することとする．

max
α

(
min
κ

|A(κ)|
)
, (
1

3
< α <

1

2
, κ0 < κ < 8π) (10)

図–4 |A(α, κ)|の分布
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図–5 各 αにおける |A(k)|の分布

ここで，κ0 は座屈に影響を及ぼす波数の下限値で

あり，今回は波長が 50m以上の成分を取り除くこと

とした．これに基づいて波数の下限値 κ0を求めると，

κ0 = 2π/5となる．

図-3の赤枠線内において，|A(α, κ)|の分布を求め
た結果を図-4に示す．図-4において青色で描かれて

いる領域では |A(k)|が非常に小さな値をとる．よっ
て，図中の領域の上下端付近の αは本目的には適さ

ないことがわかる．

αの影響をより詳細に調べるために，いくつかの α

の下で，|A(k)|の分布を求めてみた．その結果を図-5

に示す．図-5より，|A(k)|の最小値が最も大きな値
をとる αの値は，0.42前後となることがわかる．な

お，その時の |A(k)|の最小値は約 0.8となっており，

式 (3)に基づき偏心矢から原波形を復元するために十

分な精度が確保できるものと考えられる．ちなみに，

弦長を 10mとする場合，この最適条件は a = 4.2m,

b = 5.8mに相当する．

以上より，今回原波形復元に適切な偏心量は，およ

そ 0.42であることがわかった．



4 通り変位原波形の復元

∆x間隔で測定された偏心矢を zj = z(xj)とおく．

なお，xj は次式で与えられる．

xj = j∆x (j = 0, · · · , N − 1) (11)

ここで，∆x = L/N で与えられ，Lは測定長，N は

測定点数である．

z(x) の Fourier 変換を次式で近似評価するものと

する．

ẑ(k) =

∫ ∞

−∞
z(x)e−ikxdx ≒

N−1∑
j=0

zje
−ikxj∆x (12)

すると，ŷ(k)は次式で与えられる．

ŷ(k) =
ẑ

A(α, κ)
= ∆x

N−1∑
j=0

zj
A(α, κ)

e−ikxj (13)

また，y(x)は ŷ(k)の逆 Fourier変換により次式で

与えられる．

y(x) =
∆x

2π

N−1∑
j=0

zj

∫ ∞

−∞

e−ikxj

A(α, κ)
e−ikxdk (14)

xmにおける y(xm)を ymとおくと，次式を得る．

ym =
∆x

2π

N−1∑
j=0

zj

∫ ∞

−∞

e−ik(m−j)∆x

A
dk (15)

A(α,−κ) = Ā(α, κ)なので，式 (15)の被積分関数

は，−kにおいて kでの関数値の共役を与える．よっ

て，式 (15)より次式を得る．

ym =
∆x

π

N−1∑
j=0

zjRe

∫ ∞

0

e−ikxj

A(α, κ)
e−ikxdx (16)

式 (16)で求めた ymは実数値で与えられる．

式 (16)の積分を離散近似する場合を考える．∆k =

2π/L，kn = n∆kとおくと，∆x = L/N より，次式

を得る．

ym =
2

N

∑
j

zjRe

N/2∑
n

e−in(m−j) 2π
N

A(α, κn)
e−ikxdx (17)

ここで，κn = knlである．

5 初期通り変位の生成

通り変位波形の標準偏差を σ，通り変位の相関長を

dとし，原波形の距離相関関数を次式により表すこと

とする．

R(x) =
σ2

1 + (xd )
2

(18)

長さLの軌道区間を，N +1個の測点数で等分割す

る．レール通り変位波形の xiにおける値をw0iとし，

その離散データを成分にもつベクトルを {W0}とお
く．当該ベクトルに関する分散・共分散行列を [C]と

すると，{W0}は次式により生成することができる．

{W0} = [Φ][Λ1/2]{ξ} (19)

ここで，[Λ1/2]は [C]に関する固有値問題の固有値の

平方根
√
λiを対角項に持つ対角行列，[Φ]は固有ベク

トル {ϕi}を縦ベクトル成分に持つ行列，{ξ}は期待
値ゼロ，分散 1の標準正規乱数を成分に持つベクトル

である．

6 原波形復元に要求される条件

偏心矢の弦長を l，a : b = m : n（m,nは自然数），

復元する区間長をL，測定間隔を∆xとし，測定点数

はN = L/∆xであるとする．

偏心矢で A = 0となる κは式 (9)により与えられ

ているので，これに対応する波数 k0は次式となる．

k0 =
κ

l
=

2π(m+ n)

l
(20)

座屈解析で復元すべき最小波長を λmin とおくと，

これに対する最大波数 kmaxは次式で与えられる．

kmax =
2π

λmin
(21)

原波形復元において，kmax以下の波数成分が適切

に求められる必要がある．よって，A = 0を与える k0

は，kmaxより大きい必要があり，次の関係が要求さ

れる．

kmax =
2π

λmin
<

2π(m+ n)

l
= k0 (22)

よって，次の条件が得られる．

l < (m+ n)λmin (23)

lと a : bはこの式を満たすように設定する必要が

ある．



次に離散逆 Fourier 変換より原波形復元する場合

を考える．波数増分 ∆k は 2π/L で与えられる．逆

Fourier変換の波数の上限をN/2項まで取るものとす

ると，積分区間における上限波数 kM は次式で与えら

れる．

kM = ∆k × N

2
=

2π

L
× 1

2
× L

∆x
(24)

すると，kM < k0となる必要がある．

また，復元計算で，kmaxの成分が少なくとも評価さ

れる必要があるので，kmax < kM が必要となる．よっ

て，次の関係が要求される．

kmax < kM < k0 (25)

式 (20), (21), (24)より，次式を得る．

2π

λmin
<

π

∆x
<

2π(m+ n)

l
(26)

ここで，λmin = 2.5(m)，偏心量 α = 0.42より，a :

b = 21 : 29，l = 10(m)とすると，式 (27)は多少の計

算の後，次の関係式で与えられる．

0.1 < ∆x < 1.25 (27)

以上より，測定間隔 ∆xは，式 (28)のような範囲

で設定すればよい．

7 解析結果
表–1 各設定値

N(個) 2000

∆x(m) 0.25

d(m) 2.84

σε(m) 0.0005

σ(m) 0.005

l(m) 10

今回の解析では，軌道観測点数を 2000個，観測点

間隔を 0.25mとし，軌道の測定区間長を 500mとし

た．その他の各種設定値は表-1のように与えた．な

お，表-1において σεは偏心矢の測定ノイズの標準偏

差であり，通り変位原波形の標準偏差は 5mmとし，

通り変位の相関長 dは 2.84mと推定された．

偏心量が 0.42のときの通り変位原波形の復元結果

を図-6に示す．図より，概ね原波形の一致が良好であ

り，今回の手法によって原波形を復元可能であること

がわかる．

また，この他の偏心量における原波形復元結果も

概ね良好であったが，一部の偏心量においては復元が

困難であることがわかった．その一例を図-7に示す．

図-7では，偏心量が 0.40に限りなく近い値で原波形

復元を試みたが，復元波形ではノイズが拡大され，原

波形が適切に復元されていない様子が確認できる．こ

れは図-3より，偏心量が 0.40のときは A(α, κ) = 0

なる波数成分を有しているため，原波形復元の際に，

当該波数成分が式 (25)の条件を満たさなかったこと

が原因である．
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8 おわりに

本研究では，偏心矢データから原波形復元する手法

を構築するため，復元に適した偏心量を求めた後，原

波形復元を行った．その結果，本推定法でも十分な精

度で通り変位原波形を復元することができるという結

果を得た．
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