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1 はじめに
地下鉄トンネルを列車が走行すると，レール踏面・

車輪間のランダムな凹凸や，まくらぎの離散支持によ
るパラメーター加振による振動が発生する．これらは
トンネルや地盤を伝播し，ときに騒音となって周囲の
建物等に影響を及ぼすため，軌道や道床にパッド類な
どを用いた防振対策が必要となる．適切な対策のため
には，軌道やトンネル，地盤の詳細な振動特性を把握
することが重要であり，先行研究 1) では走行車輪と
地下鉄系とを別に解く簡易的な手法で，各系の有する
基本的な振動特性の評価を行った．
本研究では，文献 2) で走行台車・無限長軌道の連

成系を対象に構成した手法を援用し，定常ランダムな
レール・車輪間凹凸に対するトンネル定点でのエネル
ギースペクトル密度 (ESD)期待値を求める手法を構
築する．そして，軌道構造の違いが防振効果に与える
影響について，より詳細な検討を行う．

2 解析対象
本研究で用いる台車・軌道系のモデルを，防振まく

らぎ軌道を例に図-1に示す．頭頂部に定常ランダム
な凹凸を有する無限長レールは Timoshenkoばりで
与え，間隔 Lでまくらぎにより離散支持されている．
レール・まくらぎ間には複素剛性 krの軌道パッドが，
まくらぎ・道床間には複素剛性 ksのまくらぎ下パッ
ドが装着されているものとする．その上を無限遠方か
ら台車が速度 V で走行する問題を考える．
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図–1 台車・軌道モデル (防振まくらぎ軌道)

トンネル・地盤系のモデルを図-2に示す．トンネ
ル部は円形のトンネル覆工とコンクリート道床，イン
バートから構成される．コンクリート道床・インバー
ト部は有限要素メッシュでモデル化する．先行研究 1)

では，覆工についても有限要素メッシュによる離散化
が試みられたが，覆工厚さ方向の波動や曲げ振動を正
確に考慮できず，特に高周波数域での結果に課題が見
られた．このことから，本研究では円筒シェルによる
モデル化を行う．また，トンネル周囲の地盤は無限一
様弾性場によりモデル化する．
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図–2 トンネル・地盤モデル

3 解析手法
3.1 軌道系
レールの運動方程式は次式で与えられる．
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本研究では，軌道のまくらぎ間隔による周期性に基
づき，軌道の長手方向に，式 (2)に示す Floquet変換
3)を適用する．これにより，無限長の構造の問題を，



周期長 Lのユニットセルの問題に帰着させる．

f̃(x̃, κ) =
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n=−∞

f(x̃+ nL)einκL (2)

ここで，x̃は (−L/2, L/2)の範囲内の実数，κは Flo-

quet波数である．
Floquet変換は，x̃と κについてそれぞれ周期性を

持っており，その条件を満たすように諸量を級数展
開することで解を構成する．式 (1) に時間に関する
Fourier変換と，Floquet変換を適用すると次式を得る．
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ここで，( ˆ )は Fourier変換，ω は円振動数，ke は
レール支持部の動的等価剛性，δLは周期 Lのデルタ
関数である．
台車・車輪の運動方程式についても同様に変換を行

い，各諸量について整理すると，式 (4)に示すレール・
車輪間接触力についての無限連立方程式を得る．[
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ここで，{f(κ)}は各車輪の接触力の展開係数を並べ
たベクトル，{r(κ)}はレール凹凸の展開係数を成分に
持つベクトル，[A(κ)]と [B(κ)]は係数行列，{P (κ)}
は台車枠に作用する静的荷重の展開係数に関するベク
トルである．
3.2 トンネル・地盤系
トンネル・地盤系の振動解析についての概略を示す．

トンネル長手方向についても Floquet変換を適用し，
その下でインバート・トンネル・地盤のインピーダン
ス行列 [K], [K̃], [K̂]から有限要素方程式を与える．こ
れを変位の適合条件，力のつり合い条件から整理する
と，節点変位についての求解方程式を得る．[
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ここで，{ }aはインバート部の有限要素節点に対応
するベクトル成分，{ }bはインバート・トンネル接
合部の成分を，{ }cはそれ以外のトンネル・地盤接
合部成分である．
3.3 トンネル壁面周波数応答・ESD期待値の導出
Floquet変換の下における，道床上面の単位調和加

振に対するトンネル壁面変位応答を ˜̂u0T (ω, κ)とおく
と，台車走行に対するトンネル壁面応答 ˜̂uT (ω, κ)は
次式で与えられる．

˜̂uT (ω, κ) = DT (ω, κ)˜̂u(ω, κ)

DT =
kBkskr

kBks + (kB + ks)(kr −Msω2)
˜̂u0T (ω, κ)

(6)

ここで，˜̂uはまくらぎ位置でのレールたわみ，kB は
3.2で求まる道床上面の動的等価剛性である．
式 (6)の逆Floquet変換により，トンネル観測点にお

ける周波数応答 ûT (ω, κ)が求められる．さらに，ESD
の定義から絶対値の 2乗を取り，レール凹凸の期待値
をゼロとして ESDの期待値を求めると，トンネル壁
面におけるESD期待値E(|ûT |2)は式 (7)で得られる．
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ここでGはレール凹凸パワースペクトル密度，α̌nと
β̌は連成系の動特性を表す係数である．右辺の第一項
はレール凹凸による振動成分，第二項は静的荷重に
よるパラメーター加振起因の成分である．ランダムな
レール凹凸に影響を受ける前者と，確定論的な評価が
出来る後者，それぞれの応答を分離した上で議論する
ことができる．

4 解析条件
本研究では，国内外で用いられている 3種類の軌道

構造を各部物性値の設定で表現し，解析を行う．直結
系軌道は特別な防振対策を施していない軌道構造，防
振マット軌道は図-3の赤線に示すように，スラブと
インバートの間に防振マットを挿入する防振工法，防
振まくらぎ軌道はまくらぎ下に防振パッドを搭載した
弾性まくらぎを設置する工法である．また，トンネル
は単線シールドトンネルを想定し，図-3に示す寸法
で与える．軌道については UIC60を想定し，物性値
等を表-1のように与える．
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表–1 軌道条件
項目 値

静的荷重 P 100 kN

車輪走行速度 V 20m/s

台車軸距 xw 2.1 cm

レールの単位長さ当たり質量　 60.34 kg/m

レールの曲げ剛性EI 6.3MNm2

まくらぎ間隔 L 0.6m

軌道パッド動的剛性 kr

(直結・防振マット軌道) 30MN/m

(防振まくらぎ軌道) 83MN/m

5 解析結果
5.1 直結系軌道の振動応答
直結系軌道について，レールスパン中央，軌道スラ

ブ上面，およびトンネル天端の鉛直振動に対して加速
度ESD期待値を求めた．図-4が，レール凹凸起因成
分，図-5がパラメーター加振起因成分である．
レール凹凸起因成分について，各応答とも，図-4中

の破線で示した 55Hz付近においてピークが認められ
た．本解析とは別に，静止車輪・軌道連成系に単位調
和加振解析を行ったところ，同程度の周波数帯におい
て励起が認められ，車輪・軌道連成系による共振によ
るものであることを確認した．
パラメーター加振起因成分について，今回の解析

条件下においてはレール凹凸起因成分と同程度の大
きさの応答が認められた．また，スラブ応答やトン
ネル応答では，図-5中の aに示すような，周期的な
励起が認められる．この間隔は，まくらぎ通過周波数
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図–4 直結軌道 (レール凹凸起因成分)
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図–5 直結軌道 (パラメーター加振起因成分)

(V/L =33.3Hz)に等しい．
5.2 防振マット軌道の振動応答
単位面積当たりの剛性 km = 12.5MN/m3のマット

を用いた，防振マット軌道における加速度 ESD期待
値のレール凹凸起因成分を図-6に示す．
レール応答については直結系軌道同様 55Hz付近で

ピークを有しているが，スラブ応答，トンネル応答に
ついては 25Hz付近にピークが認められる．これは，
マット・スラブをばね・1質点のモデルとしたときの共
振周波数とおおむね一致することから，スラブ共振に
よるものであると考えられる．トンネル応答はピーク
以降，直結系軌道に比べ大幅な振動低減が認められ，
その防振効果が確認できた．
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図–6 防振マット軌道 (レール凹凸起因成分)

5.3 防振まくらぎ軌道の振動応答
剛性 ks = 10MN/mのまくらぎ下パッドを用いた，

防振まくらぎ軌道における加速度 ESD期待値のレー
ル凹凸起因成分を図-7に示す．
各応答は，40Hz付近にてピークを持つ．これは，

同条件の軌道について分散曲線解析を行ったところ，
防振まくらぎの共振モード周波数が 43Hzで得られた
こと，パッド剛性を変えて解析した場合についても同
様の結果が得られたことから，防振まくらぎの共振に
よるものであると考えられる．これは 100Hz付近の
防振効果の低下にも影響している．また，150Hz以
降においてトンネル応答に顕著な振動低減が認められ
る．対策位置がまくらぎ下であることから，スラブ応
答の振動も抑制されている．
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図–7 防振まくらぎ軌道 (レール凹凸起因成分)

5.4 各軌道の応答比較
最後に，3種類の軌道構造について，レール凹凸起

因成分のトンネル応答を図-8で改めて比較する．い
ずれの防振対策でも，ピーク周波数帯以降に防振効果
が認められる．特に，防振マット軌道では 100Hz以
降，防振まくらぎ軌道では 50Hz付近と 150Hz以降
において高い振動低減効果が確認できた．また，図中
の破線に示すように，軌道構造によってピークを取る
周波数が異なることが分かる．
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図–8 軌道構造による比較 (レール凹凸起因成分)

6 おわりに
走行台車・軌道・トンネル・地盤連成問題を対象に，

レール凹凸やパラメーター加振を起因とするトンネ
ル振動の加速度 ESD期待値解析法を構築した．これ
により得られた詳細な解析結果から，軌道構造によっ
て共振を起こす原因が異なり，それに従ってピークを
与える周波数帯が異なるといった振動特性が明らかに
なった．また，本条件下においてレール凹凸起因成分
とパラメーター加振起因成分は同程度の加速度 ESD

期待値を取ることが分かった．
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